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numeration et arithmeétigue
numeration et arithméetigue en machine
codage (texte, images)

compression, cryptographie, controle
d’erreur

calcul propositionnel

circuits numeriqgues



(3 séances) numeération + numeération
en machine

(3 séances) numérisation + codage /
compression

(2 séances) calcul propositionnel

(2 séances) circuits combinatoires



Numeration

représentation des nombres
cardinaux : un, deux, trois, quatre...

ordinaux : premier, deuxieme, troisieme...



le systeme des objets temoins
compter avec des callloux
un calllou = un objet de |la collection

le représentant est plus petit que la
collection...




le systeme des objets temoins
exemples : H+++ | |
compter les jours de prison
le chapelet (égrener des prieres)
les « coups » de cloches de 'eglise

repose sur la construction d'une bijection
pas pratigue pour les grands nombres




comme pour les « jours de prison », on
regroupe par paqguets, paquets de
paqguets, etc

|a tallle d'un paqguet est habituellement
uniforme mais pas nécessairement

cela déeftinit la base JHT U JHE L i



numeération egyptienne
3000 ans av. J.C.

additive, on ajoute les éléments du mot
représentant le nombre
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numeration chinoise a batons

Chiffres des unites ou chiffres des centaines :

1°" siecle av. J.C. | e e T Mmoo T T
1 2 3 4 9 6 ! 8 9
1 8 Sym bOleS Chiffres des dizaines ou chiffres des milliers :
s == | L1 L =
1 2 3 4 o 6 [ 8 9
Exemples:
1997 _TnT é -'T 804 TIT “II

pas de O (espace)

45600 :

T



numeration romaine

antiguité romaine 800 av. J.C.

additive et partiellement soustractive : un
chiffre de valeur plus petite que celui placé a sa

droite doit étre retranché a celul-cl

arithmeétique difficile
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numeration positionnelle

une grande invention...qui necessite le O

la position du chiffre dans le

Mot m

contribution (paguets de pac

0aC

odifle sa

uets,

uets,...)

dans « 2 » |le ‘2" represente deux unités, soit 2x1

ou encore 2x10°

dans « 5000 » le ‘5" représente cing milliers, soit
5x10° ou 3 est la position & partir de la droite. ..



pour une base b>0, il y a b symboles
utilisés comme chiffres 0,1,2...,b-1

attention O (par exemple) désigne soit un nombre
soit un chittre (qui n'a pas de valeur en soi)

f < 3 E L ¢ 9 f 9 o chiffres indiens (vers le X*®¢s1ecle)

' R } .9" E € ?2 § U o chifires arabes (vers le XIII*™* si1ecle)

1 23 2 4 617 8 9 O chiffres gothiques (XIV™< siecle)

’1 2, 3 4 S & 7 8 9 O chiffres modemes (aprés le XVe®=¢ siécle)

1 2 3 4 § 6 7 8 9 0 chifires modemes dactylographiés



en notation positionnelle de gauche a
droite pour la base b>0

le mot an-1an-2...a1a0 represente le
nombre

n—1

Z CLibi

1=0



10° 102 101 100

2849 = 2x1000 + 8x100 + 4x10 + 9x1

NS




Binaire : base 2

Egypt XXIV av. JC, Chine IX av. JC, Inde |l
av. JC, Polynésie XIV ap. JC, ordinateurs

'y a 10 types de personnes, ceux qul
connaissent la base 2 et les autres
(folklore informatique)



Octal : base 8

Mexigue (on compte avec les interstices
entre les doigts), informatique

Q777



Décimal : base 10

On en retrouve la trace un peu partout
dans le monde (les humains ont
habituellement dix doigts)

Systeme international d’'unités - 1889

iINnspiré du systeme métrique (révolution
francaise)




Duodécimal : base 12

Népal, monnaies, mois, guantités
commercilales

une douzaine d’ocaufs
douze deniers dans un sou

douze mols dans l'année



Hexadécimal : base 16

iInformatique

OXDEADBEEF



Babylor
JC, ang

1°45

Sexageéesimal : base 60

iens |l av. JC, Sumeériens Il av.

es, minutes

Y 11
{yy 12
{my 13
{@ 14
T 15
{" 16
& 17
{F 18
¥F 19
« =20

«yY 21

Y 31
&Yy 32
A EE
KW 34
«W =5
KW 36
«T :7
KT =5
€ 390
W 40

Babylonian digits

W€y 41



Bases hybrides

1 mois et 15 jours ?

17:28:30



Base courantes en informatique : 2, 8, 16

Chiffres couramment utilisés en
informatique:

0, 1 (base 2)
0,1, 2,3, 4,5,6,7 (base 8)

0,1, 2,3,4,5 6,7,8 9, A B,C,D, E F
(base 16)



On confond souvent chiffre et nombre
un chiffre est une lettre, un symbole
ne vaut rien en tant que tel

un nombre représente une quantité, un nombre
S'écrit avec des chitfres, est un mot sur
'alphabet des chitfres

L a lettre/chiffre ©

Le nombre O



On décore parfois le mot de la base

utl

eS

iIsée pour I'écrire (en général la base

- elle-méme représentée en base 10)

3876 = (3876)1

(10111011)2 = (187)10 = 187

le mot un-zéero-un-un-un-zero-un-un
représente le méme nombre gue le mot
un-huit-sept



Numeérations exotiques

BIDI-DINaire  prifzls( e s s mmieiklee
0[1[J[C AV A0 D[LIF A

HOQ | HA | HE Hl BO | BA | BF Bl KO | KA | XE Kl DO}l DAL DE { DI

OiVNJICICIN|~ A LISIUNMIDILIVIN

a i |bo | ba| be | bi co |ca |l ece ci |do | da | de | di

Shadok
GA, BU, ZO, MEU




Conversion entre bases

Comment (1011101)2 s’écrit-il en base 10 7

Comment (12987)10 s’ecrit-il en base 3 7



Conversion d'un décimal en base b ?

méthode empirique : approximations
successives/encadrements successifs



2'=128 <167 < 28=256 167 - 128 = 39

2°=32 < 39 < 2°=064 39-32=7
2°=4 <7 < 25=8 /-4=3
21=2 <3 < 22=4 3-2=1
20=1<1<21=2 1-1=0

167 = (10100111)>



Conversion d’'un nombre décimal en
base b ?

par un algorithme

c’'est-a-dire une méthode systematique,
documentée, non ambigueé et qui
conduit au resultat attendu

ex.: la méthode des divisions successives



si on divise n par 10, |le reste de la division est |le
chiffre des unités (n=10g+r avec 0<r<10)

si on divise le quotient de la division précedente

par 10, le reste es

sl on divise le quo

ent o

par 10, le reste es

' le ¢ch

' |le chiffre des dizaines

e |la division précédente

iffre o

es centaines

jusqu’a ce que le quotient soit nul



167 | 10
16 | 10

167 = (167)10



Ce procédé fonctionne pour convertir
vers n'importe gquelle base

1| suffit de faire les divisions successives
appropriees



167 | 2

167 = (10100111);




Convertir un nombre en base b en
décimal 7

on peut encore utiliser des divisions

petit soucl, Il faut faire de 'arithmeétique
en base p!



(1363)7 ? Attention 10 = (13)7

necessite la maltrise des tables...

(1363)7
(5)7

(13)7

(104)7
(3)7

(535)10=(1363)7

(13)7

(5

O 61 A W N = O +

OO | DN Wi —

O Ol W IN|—=|O|=

—
)

11

12

OO 61 A W N = O X

0
0
0
0
0
0
0
0

O OB [WIN|—=|O




Convertir un nombre en base b en
décimal ?

| suffit de « recomposer »



(1363)7 7

1X73 + 372 + 6X71 + 3X/0 =
1x343 + 3x49 + ox/ + 3X1 =
(535)40



On peut utili
tio
Horner (Wil

déecomposit

(1363)7 = (((1X7) + 3)X7 + 6)X7 + 3
7,10, 70, 76, 532, 535

3 multiplications, 3 additions

ISer avantageusement une autre

d

N de (1363)7 celle dite de

m Georges Horner 1819-1845)

méthode precedente : 7 multiplications, 3

additions



on a donc au moins deux algorithmes/
méthodes pour obtenir le méme résultat

leur fonctionnement n'est pas le méme

des algorithmes produisant les mémes
resultats peuvent étre compares

attention: cela dépend du critere de
comparaison



Relations entre bases

le cas des bases « informatiques » 2
(binaire), 8 (octale), 16 (hexadécimale)

8 = 23
16 = 24

qu'en faire ?



Retour sur le cas de la base 10

Le nombre (749426732)10

s'écrit (0749426732)100

en effet 100 = 107

on groupe les chitfres « deux par deux »

en base 100 on a besoin de 100 chitfres, on
les note (par exemple) de 00 a 99.



167 = (247 )s
107 3

~~
N

~—
l

(010):
(4)s = (100)2
(7)s = (111)2

167

2 167 = (10100111);
41 | 2

20

167 = (247)s = (010100111),



pour passer de la base 2 a la base 8 on
replie par paqguets de trois chitfres
binaires.

pour passer de |la base 8 a la base 2 on
deplie en sens inverse



Base 2, simple mais écriture longue des
nombpres

Base 10, plus « compliquée » a
manipuler mais écriture plus compacte



Jouons avec les bases
base positive, toujours ?
chiffres positifs, toujours

base entiere, toujours ?



o N 66 O A W N = O

Bases exotiques : base -2

1 x-24 +

1 x-24 + 1

1 x-272 +1 x-21

1 x-22+4+1x-2T+ 1 x-20

X-23+0X-22 + -

1 x-22+ (0 x-21
1x-22+0x-21+1x-20

1x-23+0x-22 + -~

X -21
X -2

I X-244+1X-22+0x-22+ 0 x -2

0 x -20
1 x -20
+ 0 x -20

+ 0 x-20

+ 0 x -20

+ 1 x-20

+ 0 x -20

ro

RO

N

=l SN i N
-
-
S— S— S— S — \'/ S— S — S— S—
N



Bases exotiques : base négatrinaire

Base « ordinaire » mais avec des chiffres
negatifs

La base négatrinaire ou ternaire balancee

B3ase 3, chiffres -1, 0 et 1 que 'on note 1,0,1

C’est une base d’Avizienis

e

’
£ b
...S,,' ,I

certaines autorisent ['addition
sans propagation de retenue 17

Algirdas Antanas Avizienis - Avizienis.info



En ternaire balancée

11 10 11 1 © 1 11 10 11 111 110 111




Leonardo di Pisa - Wikipédia

Bases exotiques : Base de
« Fibonacci »

porenons les termes de |la suite de
Fibonacci

Fo=1,F1 =2, Fni2 = Fny1+Fn pour n > 0.
donc 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, etc

prenons les mots de 6 bits

0 1 2 3 4 5 o / 8 9 10 11 12 13
000000 000001 000010 000100 000101 001000 001001 001010 010000 010001 010010 010100 010101 100000




Base de « Fibonacci »
probleme : pas de representation unigue
10 = 8+2 oU 5+3+2

10 = 13+3 oUu 8+5+3 ou 13+2+1 ou 8+5+2+1

Base de Zeckendorf

représentation standard sans 11 dans

y 7 .
'écriture
Fdouard Zeckendorf - Faculté d’Evansville p




Bases exotiques : Base factorielle
(factoradique)

Tout nombre n peut s'écrire
N=..Cs5 +Cs4! +c3.3! +Co.2! + Cq.1!
Ou c; est un nombre compris entre O et |
ex : 521 s'ecrit 41221 c'est-a-dire

Ax120 + 1x24 + 2x6 + 2x2 + 1x1



Base factorielle
inconvénient : nombre arbitraire de chiffres. ..

avantage : les rationnels ont une écriture finie!

Le nombre e qui s’écrit 1/11+1/21+1/31+1/4!...
s'écrit0,11111... en base factorielle :-)

e a une écriture périodique! (mais c’est un
transcendant)



Bases exotiques : Base « fractions continues »

On sait que tout nombre réel peut s’écrire

(py +

dy +

avec ap dans Z et ai..g dans N*

John Wallis - source Wikipédia



Bases exotiques

: Base « phinaire »,

base d’or

@ = (1+y5) /2

Tout nombre reel non negatit se

represente uniquen
et 1, sans jamais utl
/eckendort)

ent avec les chiffres O

iser 11 (comme dans



Base « phinaire », base d’or
1g'écrit1, 1= @

2 g'écrit 10,01, 2= '+ ¢@°

3 s'écrit 100,01, 3 = @ + @

45'%crit 101,01, 4=+ @ + ¢

5 s'écrit 1000,1001, 5= ¢ + ¢ '+ ¢

difficile d’expliquer ici comment fonctionne la conversion...

on peut verifier sachant que @2:1 + @ et 1/p= -1



